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Qbstract

Received : The purpose of this paper to determine the complex projective space CP™ as a
22/12/2020 complex manifold is to calculate the cohomology of the coherent sheaves of CP™.

The research method in this paper is to cegstruct an n-dimensional complex
Accepted : projective space, namely CP™ and then the Tn-dimensional complex projective
09/01/2021 space, namely CP", is a complex manifold. The result of this research is the n-

dimensional complex projective space, namely CP™is a complex and compact

Published : manifold. ) o
21/01/2021 Keywords: complex, manifold, projective

Abstrak

Tujuan dari tulisan ini untuk mengetahui ruang proyektif kompleks CP™ sebagai manifold kompleks adalah
untuk menghitung cohomologi dari sheaves coherent dari CP™. Metode penelitian dalam tulisan ini adalah
mengkonstruksi ruang proyektif kompleks berdimensi-n yaitu CP" dan selanjutnya adalah bahwa ruang
proyetif kompleks berdimensi-n yaitu €P" adalah manifold kompleks. Hasil dari penelitian ini adalah ruang
proyektif kompleks berdimensi-n yaitu CP™ adalah manifold kompleks dan kompak.

Kata Kunci: kompleks, manifold, proyektif

1. Pendahuluan
Diberikan k adalah lapangan tertutup secara aljabarik dan k[x;, ..., x,,] adalah ring
suku banyak dengan m-indeterminate. Jika S € k[x;, ..., x,,] maka himpunan nul dari S

adalah himpunan yang didefinisikan sebagai berikut:

V(S) ={P € k™|f(P) = 0untuk semua f € 5}

dimana k™ = {(a,, ..., a,)la4, ..., a, € k} dan k™ biasanya dinamakan dengan k-ruang
affine berdimensi-». Salah satu contoh lapangan tertutup secara aljabarik adalah C yaitu
lapangan bilangan kompleks sehingga diperoleh C-ruang affine berdimensi-» yaitu C".

Secara topologis bahwa C-ruang affine berdimensi-» yaitu C" yaitu manifold kompleks.
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V(S) ={P € k™|f(P) = 0 untuk semua f € S}

dimana k™ = {(a,, ..., a,)|a4, ..., a, € k} dan k™ biasanya dinamakan dengan k-ruang
affine berdimensi-n. Salah satu contoh lapangan tertutup secara aljabarik adalah C yaitu
lapangan bilangan kompleks sehingga diperoleh C-ruang affine berdimensi-» yaitu C™.

Secara topologis bahwa C-ruang affine berdimensi-» yaitu C* yaitu manifold kompleks.
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Manifold kompleks ini dalam kajian geometri aljabarik digunakan untuk mengkaji Teori
Hodge (Kasilingam, 2016).

Selanjutnya jika diberikan k& adalah lapangan tertutup secara aljabarik dan
k[X?, ..,X2] adalah ring suku banyak homogen dengan n-indeterminate. Jika S <
k[Xx?, ..., X2] maka himpunan nul dari S adalah himpunan yang didefinisikan sebagai
berikut:

V(S)={P € kP"|f(P) =0untuksemua f € S}

dimana kP™ = {[x,:...:x,]|(x0, ..., X;,) € k™ "*} adalah ruang proyektif berdimensi-.
Jika k = C maka CP™ biasanya dinamakan dengan C-ruang proyektif berdimensi-» atau
ruang proyektif kompleks berdimensi-n. Jika secara topologis bahwa ruang afine
kompleks €™ merupakan manifold kompleks, pertanyaan selanjutnya adalah apakah
ruang proyektif kompleks CP™ juga merupakan manifold kompleks?

Perlunya untuk mengetahui ruang proyektif kompleks CP™ sebagai manifold
kompleks adalah untuk menghitung cohomologi dari Sheaves Coherent dari CP™
(Arapura, 2012). Disamping itu juga dalam tinjauan geometri diferensial bahwa
keberadaan lingkaran dalam ruang proyektif kompleks CP" telah dikembangkan oleh
Tosihaki Adachi, Sadahiro Maeda dan Seiichi Udagawa (1995) dan menuntut agar ruang
proyektif kompleks CP™ dipandang sebagai manifold (manifold kompleks). Klasifikasi
dari ruang proyektif kompleks juga dikembangkan oleh Ramesh Kasilingam (2016)
melalui gagasan homotopi dan menuntut agar ruang kompleks proyektif CP™ memiliki

struktur manifold (manifold kompleks).

Q. Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan dua langkah, yaitu mengkonstruksi ruang
proyektif kompleks berdimensi- n dan dibuktikan bahwa ruang proyetif kompleks

berdimensi-n adalah manifold kompleks.

3. Hasil dan Pembahasan

Bentuk ruang euclidean kompleks berdimensi n + 1 yaitu sebagai berikut:

C*t ={(z4, -, Zns)l71, - 2, € C}

https://fpptijateng.turnitin.com/viewer/submissions/oid:27488:4781378/p...
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berdimensi-n adalah manifold kompleks.

3. Hasil dan Pembahasan

Bentuk ruang euclidean kompleks berdimensi n + 1 yaitu sebagai berikut:

C"? = {(z4, ..., Zpy1)|24, ..., 2, € C}
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Kemudian didefinisikan sebuah relasi ~ pada himpunan C*** — {0} dimana 0 =

(0, ...,0) € C"*? yaitu sebagai berikut:
%'1, s Yns1)~(Z1, o Znp1) Eyj=kzjuntukk € Ck#0.j=1,..,n+1

Teorema 1.1. Relasi ~ adalah relasi ekuivalen pada C**! — {0}.

Bukti: Bukti diserahkan kepada pembaca.

[C'n.+1

Karena relasi ~ adalah relasi ekuivalen pada — {0}, jelas kelas ekuivalen

yang memuat z = (z,, ..., Z,44) dinotasikan sebagai berikut:
[z] = [81, s Zns)] = {0, s Yna1) € € — {0, s Yna1)~(21, -0 Znsa)}
= {1 s Yn1) € € — {0 (W1, ooes Yn1) = K(Z1, -.e0 Znsa), k € C k% 0}

Tulis%] = [(z4, ..., Zns1)] = [21: ... : 2,,14] dan jelas bahwa [z] = [2z;: ...: Z,44]
adalah sebuah garis dalam ruang euclidean kompleks C"**! yang melalui titik 0 =
(0, ...,0) € C**1. Setelah itu himpunan semua kelas-kelas ekuivalensi yang memuat titik

C"*1 — {0} adalah sebagai berikut:
%n“ —{0}/~ = {[21: 3Zn+1]|(z1: werZnyy) ECTTE = {0}}

Biasanya himpunan €C"** — {0}/~ akan dinotasikan dengan CP™. Ini jelas CP™
adalah himpunan semua garis dalam ruang euclidean kompleks C"*? yang melalui titik
0=(0,..,0) €C**" dan katakan CP™ = {EI: w2 2Zp 9|21, s Znsa) € T2 — {03}
sebagai ruang proyektif kompleks berdimensi ».

Karena ruang euclidean kompleks C*** membentuk ruang topologi maka C*+1 —

{0} dimana himpunan buka dalam C"** — {0} didefinisikan berikut:

U Q%"“ — {0} buka dalam C*** — {0} & U = V N(C"** — {0}) untuk suatu
himpunan buka ¥ dalam C™**

juga membentuk subruang dari ruang topologi C***. Karena CP™ = C™** — {0}/~ maka
terdapat sebuah pemetaan surjektif m: C*** — {0} — CP™ yang didefinisikan sebagai
berikut:

n((zb ---:Zn+1)) = [21: o Zp4a]

https://fpptijateng.turnitin.com/viewer/submissions/oid:27488:4781378/p...
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U € ¢! — {0} buka dalam C"** — {0} ¥ U = V N(C™** — {0}) untuk suatu

himpunan buka ¥ dalam C™*?

juga membentuk subruang dari ruang topologi C"*1. Karena CP™ = C*** — {0}/~ maka
terdapat sebuah pemetaan surjektif m: C"* — {0} — CP™ yang didefinisikan sebagai
berikut:

n((zb ---:Zn+1)) = [z1: .1 Zp44]

9 of 31
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Topologi pada CP™ didefinisikan melalui topologi identifikasi melalui pemetaan

m: €1 — {0} — CP™ yaitu sebagai berikut:
U S CP" buka dalam CP™ ¥ 7~ 1(U) buka dalam C*** — {0}

dan ini mengakitbatkan pemetaan surjektif m: C*** — {0} — CP™ adalah kontinu.

Teorema 1.2. Ruang proyektif kompleks CP™ adalah kompak.
Bukti:
Dibuktikan CP™ adalah kompak.
Ambil sembarang selimut buka dari CP™ yaitu {U,}, dari CP™.
Bentuk Uy; = {[zy, ..., Zns111(Z4, .., Zps1) € C*F1, z; = 0} € CP™
Karena V; ={(zy,..,2,4,) € C""1|z; # 0} adalah himpunan buka, jelas
himpunan V; = V; ﬂ%““ —{0}) = {(24, ..., Zn41) € C**1|z; # 0} adalah juga
himpunan buka dalam C*** — {0}.
Jelas m~1(U,;) = V; adalah himpunan buka dalam C*** — {0}.
Karena m~*(U,;) = V; adalah himpunan buka dalam C*** — {0}. jelas U,; adalah
himpunan buka dalam CP™.
Karena U,; € CP™, jelas U U, € CP™. (%)
Ambil sembarang [z] = 31: wiZyrq| € CP™.
Jelas (24, .., Zns1) € T2 — {0}
Jelas z; # O untuk setiapi = 1, ...,n + 1.
Jelas ini juga berlaku z; = 0 untuk sua‘ruq =1,...,.n+1.
Jadi z = (z,,..,Z,4,) € C"** — {0} yang sifatnya z; # 0 untuk suvatu i =
1,...,n+ 1.
Akibatnya [z] € U,; untuk suatu = 1, ..., + 1.
Jadi [z] € UL U,;.
Jadi CP™" € UM Uy (F%).
Dari (*) dan (**), diperoleh CP™ = U1 U,,;.
Jadi {Ual, ...,Ua(nﬂj} adalah selimut bagian berhingga dari dari selimut buka
{Uala-
Jadi CP™adalah kompak.
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Jadi [z] € U U,;.

Jadi CP™ € UM U, (*%).

Dari (*) dan (**), diperoleh CP™ = U U,,;.

Jadi {UM, ...,Ua(nﬂj} adalah selimut bagian berhingga dari dari selimut buka
Uela-

Jadi CP™adalah kompak.
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Di dalam kajian topologi. jika diberikan sebuah pemetaan kontinu f: X — Y dan
ruang X adalah terhubung, maka f(X) juga terhubung. Secara khusus jika pemetaan
kontinu f: X — Y yang surjektif dan X terhubung, maka ¥ juga terhubung.

Pandang pemetaan T: R?"*2 — C"*? yang definisikan sebagai berikut:

T(@tp <1 Xne1 V1 '"'yn+1)) = (X + Iy, -, Xy + 1Y)

Pemetaan T:R?"*2 — C"*! adalah bijektif dan kontinu. Dan sekarang juga
pandang himpunan berikut yang akan dinamakan dengan sphere berdimensi 2n + 1

yaitu:
S+ = {(xy, o, X, V1, o, V) € RZHZ| E}‘zi(sz + yjz) =1}

Jelas bahwa himpunan $2"** adalah subruang topologi dari ruang R?"*2. Oleh
pemetaan bijektif kontinu T:R?"*2 — C"*1 | sphere $?"*! akan dipetakan oleh T
menjadi T( §2"*1) dan jelas $?"*? bisa dipandang sama dengan T( $2"*1) dalam ruang

topologi €™+,

Lemma 1.3. Pemetaan ': $°"*! — CP™ yang mengirimkan semua titik pada $2"** ke

garis pada CP™ adalah kontinu dan surjektif.

Bukti:
Karena CP™ adalah semua garis dalam ruang C"*! yang melalui titik 0 =
(0, ...,0) € C**1 dan §2"*? adalah sphere dalam ruang C™**? yang berpusat di 0 =
(0, ...,0) € C"*1 maka setiap garis dalam CP™ selalu berpotongan dengan sphere
§27+1 di dua titik. Ini menegaskan bahwa ’: §27+1 — CP™ adalah surjektif, dan

tentunya ini adalah kontinu.

Teorema 1.4. Ruang proyektif kompleks CP™ adalah terhubung.

Bukti:
Karena sphere $2"*! adalah ruang terhubung dan 7':§2"*! — CP™ adalah
pemetaan kontinu yang surjekitf, jelas 7' (§2"*1) = CP™ adalah terhubung.

Jadi CP™ adalah ruang terhubung.

12 of 31 1/21/2021, 10:19 AM
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Teorema 1.4. Ruang proyektif kompleks CP™ adalah terhubung.

Buikti:
Karena sphere $27%! adalah ruang terhubung dan n':$2"** — CP™ adalah
pemetaan kontinu yang surjekitf, jelas ' (§°"*1) = CP™ adalah terhubung.

Jadi CP™ adalah ruang terhubung.
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Sekarang jika diberikan ruang faktor X/~ dari ruang Hausdorff X dan ~ adalah
relasi ekuivalen pada X serta proyeksi m: X — X/~ adalah pemetaan terbuka, maka
ruang faktor X/~ adalah Hausdorff jika dan hanya jika himpunan

D ={(x,y) €EX X X|x~y}

adalah tertutup X X X (Cattani, 2013).

Teorema 1.5. Ruang proyektif kompleks CP™ adalah Hausdorff.
Buikti:
Bentuk pemetaan f:(C"*! —{0}) x (C"** —{0}) —» R yang didefinisikan

sebagai berikut:

f.2) Z%(ylr s Yotar Zayos Ena) = Zl}’izj - yjzil
i)

untuk setiape;z = Vroncs Vs ) 2= N25; 2,21 24) € C*T1 — {0].
Telas f(y, Ay) = 0 untuk setiap A € C.
Jika f(y,z) = 0, maka y;z; = y;z; untuk i # j.
Jelas bahwa y dan z adalah bergantung secara linear, dengan kata lain y~z.
Tulis D = £-1({0)) = (3, 2) € (€** — (0}) X (€*** — (O))|y~2).
Karena {0} c R adalah himpunan tertutup dan f adalah kontinu, jelas D adalah
himpunan tertutup dalam &"“ — {0}) x (C™** — {O}).
Akibatnya CP™ = C"*** — {0}/~ adalah ruang Hausdorff.

Ruang topologi X dikatakan mengikuti aksioma keterbilangan kedua jika ruang
topologi tersebut memiliki sebuah basis topologi terbilang (Cattani, 2013). Salah satau
sifat ruang topologi yang memenuhi aksioma keterbilangan kedua adalah sembarang
subruang dari ruang topologi yang memenuhi aksioma keterbilangan kedua juga
memenuhi aksioma keterbilangan kedua dan jika proyeksi p: X — X/~ adalah pemetaan
terbuka dan X adalah ruang topologi yang memenuhi aksioma keterbilangan kedua maka

ruang faktor X/~ juga memenuhi aksioma keterbilangan kedua.

Teorema 1.6. Ruang proyektif kompleks CP™ memenuhi aksioma keterbilangan kedua.
Bukti:

Jelas C"*! memenuhi aksioma keterbilangan kedua.
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subruang dari ruang topologi yang memenuhi aksioma keterbilangan kedua juga
memenuhi aksioma keterbilangan kedua dan jika proyeksi p: X — X/~ adalah pemetaan
terbuka dan X adalah ruang topologi yang memenuhi aksioma keterbilangan kedua maka

ruang faktor X/~ juga memenuhi aksioma keterbilangan kedua.

Teorema 1.6. Ruang proyektif kompleks CP™ memenuhi aksioma keterbilangan kedua.
Bukti:

Jelas C**1 memenuhi aksioma keterbilangan kedua.
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Jelas subruang C**! — {0} juga memenuhi aksioma keterbilangan kedua.
Jelas proyeksi r: C**! — {0} — CP™ adalah pemetaan terbuka.

Jadi CP™ memenuhi aksioma keterbilangan kedua.

Jadi ruang proyektif kompleks CP™ adalah ruang topologi Hausdorff, kompak,
terhubung dan memenuhi aksioma keterbilangan kedua. Dari informasi ini, selanjutnya

akan dibuktikan bahwa ruang proyektif kompleks CP™ adalah manifold kompleks.

Definisi 1.7. Manifold Topologis berdimensi 2n adalah ruang topologi Hausdorff M yang
memenuhi aksioma keterbilangan kedua dan memenuhi sifat euclidean secara lokal.
Euclidean secara lokal artinya sebagai berikut:
Untuk setiap titik p € M terdapat

(1) Sebuah lingkungan buka U dari p dalam M.

(ii) Sebuah himpunan buka U’ € R2",

(iii) Sebuah homeomorfisma x: U — U’ dan katakan x dengan chart dan U

adalah domain dari chart x.

Tika koleksi chart yaitu {x,: U, — U',} dimana {U,}, selimut buka dari M, maka
koleksi chatr yaitu A = {x,: U, — U',} biasanya dinamakan atlas. Jika diberikan dua
buah chart yaitu@lzb’1 — U’y dan x,:U, — U’, dan anggap U, N U, + @ maka

pemetaan berikut:

X12 = (leUl n Uz) e (9‘?1|U1 n Uz)_l: X1 (U1 ﬂ Uz) — X3 (U1 ﬂ Uz)

yang didefinisikan dengan x,,(q) = x,x; *(g) untuk setiap q € x, (U, N U,) dinamakan
pemetaan transisi.

Jika diberikan sebuah manifold topologis berdimensi 2n, maka atlas .4 dari M
dikatakan holomorfik jika semua pemetaan transisinya adalah holomorfik (dalam C™).
Dua buah atlas holomorfik 4 dan B dalam manifold topologis M dikatakan ekuivalen
jika A U B juga merupakan atlas holomorfik dan ekuivalensi dua atlas holomorfik ini
mendefinisikan sebuah relasi ekuivalen. Kemudian kelas ekuivalen yang memuat sebuah
atlas dari relasi ekuivalensi tersebut dinamakan struktur kompleks pada manifold
topologis M. Manifold kompleks berdimensi # adalah manifold topologis berdimensi 25

yang memiliki sebuah struktur kompleks.
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Teorema 1.8. Ruang proyektif CP™ adalah manifold topologis berdimensi 2#.
Bukti:
Ambil sembarang [z] = [z;:...:2,,,,] € CP™.
Bentuk U; = {[z,, .-, Zp+1)1(24, oo, Znsq) € C*1,2; # 0} € CP™
Definisikan pemetaan x;: U; — R*" yang didefinisikan sebagai berikut:

4 i-1 Zi+1 Zan1
Xi([20s - Za]) = (z— oy BB )
L L L L

Dibuktikan bahwa pemetaan x;: U; — R?" adalah homeomorfisma.
() Dibuktikan pemetaan x;: U; — RZ™ adalah kontinu.
Ambil sembarang himpunan buka V dalam R?".
Jelas x; 2(V) = {%1, oy Zaaa | 1, ([ By acs Zigq 1) € V3
Z3 Zi-1 Zit1 Zn+1
(2. 2 ) e )

r r
Zj Zj Zi

= {[Zp ey Zept g |

Jelas w1 (xi‘l(lf)) = {(ez1 s Zutig ) (i—? z‘z—"llz‘f z“z—:'l) € V}.
Pilih W = {81 s Zpss) (i—‘ e Z';—‘) ev}eccrt,

Jelas W himpunan buka dalam €"**.

Jelas 1 f]?c;l(V)) =W N(C — {o)).
Jelas m—? (x{l(V)) adalah himpunan buka dalam C*** — {0}.

Karena w1 (xi_ 1(V}) adalah himpunan buka dalam C**! — {0} dan proyeksi

adalah pemetaan terbuka jelas w (n_l (x{ 1(1»’})) = x; (V) adalah himpunan
buka dalam CP™.

Pilih W' = x; (V) sebagai himpunan buka dalam CP™.

Jelas x; (V) = W' N U,.

Jelas x; (V) adalah himpunan buka dalam U;.

Jelas x; (xi_l(V)) cv.
Karena V adalah sembarang himpunan buka dalam R?" yang sifatnya terdapat
himpunan buka dalam U; yaitu x;*(V) yang sifatnya x; (xl-_ 1(V)) cV, jelas

pemetaan x;: U; — R?" adalah kontinu.
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Jelas x; 2 (V) = W N U,.

Jelas x;*(V) adalah himpunan buka dalam U;.

Jelas x; (xi_l(V)) cv.

Karena V adalah sembarang himpunan buka dalam R2" yang sifatnya terdapat
himpunan buka dalam U; yaitu x; *(V) yang sifatnya x; (x{ 1(V)) c vV, jelas

pemetaan x;: U; — R?" adalah kontinu.
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(i)

(iii)

Dibuktikan pemetaan x;: U; — R2" adalah bijektif.

1.

Ambil  sembarang  [yq, ...,Vni1l, [Z1, -, Zne1] € U;  yang  sifatnya

x;([y1, ---%&‘Hl]) = x;([21, - s Znsa])-

Jelas ¥% = 2% untuk setiap k # i.
Zi

Yi

Jelas y, z; = y;z, untuk setiap k = i.

Karena y,z; = y;z, untuk setiap k = i. jelas 81, sy Vata) Pl By Znag)
dalam C™** — {0}.

Karena (¥, .., ¥n:1)~(2y, .., 2,4,) dalam €2 —{0} ., jelas

[yll --'ry'rl-l-l] = [ZIJ ---rz'n.-l-l]'

Jadi pemetaan x;: U; — R?" adalah injektif.

Ambil sebarang (x,, ..., X,,, V1, --., V) € R*™.
Tulis z;, = x;, + iy, untuk setiap k = 1, ..., n.
Pilih [z] 291: iy stliEn 2| E U,

Jelas x3 ([z3: 2 Zj—q: 1: 230 2 2,]) = (2—11, ...,Z"T‘l,zT", ,ZT")
= (z4, -, 2Z,)

= (Xqy e Xy Vi woer Vi)
Jadi pemetaan x;: U; — R?™ adalah surjektif.

Dari 1 dan 2, diperoleh pemetaan x;: U; — R?™ adalah bijektif.

Dibuktikan pemetaan x;: U; — R*" memiliki invers.

Definisikan x; ': R?" — U; sebagai berikut:

xim((xl, X, V) =R (zy, B =BT 18 oz, ]

1. Jelas x{’ (xi([zp ---;Zn+1])) = xt_l ((ﬂ* "'*Zi;l’@' ’%))

Zj £j Zj
_?1' ‘Z£-1_1_0|-1_ 'zn+1]
z, oz oz oz
| [ﬁ JZi-1 Zi Zita _Zn+1]
R R

= 24, ., Zpsa]-

e | —
Jadix; " o x; = 1y,
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1. Jelas x;l(xi([zl, ...,znﬂ])) =x;t ((ﬁ, L S ,Zni))

Zj Zi Zj Zj
_ [Zl o Zi1 1 Zity1 _Zn+1]
Z; Z; Z; Z
_ [2_1 N VEi-1 _Zi Zita | ) Zn+1]
Zj T Zi -Zr'.- Zj T Zi

= [zy, -, Zp1a]-

e —
Jadix; " e x; = 1y,
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2. Jelas x; (x,-_l((zl, ...,zn))) = x;([Z3: o1 2Zp—q:1:2;: ... 2,))
= (2  Zn
=33
= (Z:I_J LY Z‘n)
Jadix; o x; ' = 1pen
Dari 1 dan 2, diperoleh x; *: R?" — U; adalah invers dari pemetaan x;.
(iv). Dibuktikan bahwa pemetaan x; *: R?" — U; adalah kontinu.

Ambil sembarang himpunan buka V dalam U,.

Jelas (x;1)"Y(V) = {81. wr2Zy) ER?™|[24:.002;_4:1:2;2..:2,] EV E U}
={(z1, .. 22) € R?"|(2y, ..., 2;-1,1,2;, ..., 2,) € C**1 — {0}}
= R,

Jelas (x;1)~*(V) = R adalah himpunan buka dalam R?".

Jelas x; ((xi_l)_l(V)) cv.

Jadi pemetaan x; *: R?® — U, adalah kontinu.

Dari (1), (i1), (iii) dan (iv), jelas pemetaan x;: U; — R?" adalah homeomorfisma.

Jadi pemetaan x;: U; — R*" adalah chart pada U,.

)

Dibuktikan bahwa {U;}/%' adalah selimut buka dari CP™ ; artinya
Urtu, =CcP™

Karena V;={(z,,...,2,,,) € C"*!|z; # 0} adalah himpunan buka, jelas
himpunan V; = V; ﬂﬁ"“ —{0}) = {(z4, ..., Zns1) € C**1|z; # 0} adalah juga
himpunan buka dalam C™** — {0}.

Jelas m~*(U,) = V; adalah himpunan buka dalam C**! — {0}.

Karena n~*(U;) = V; adalah himpunan buka dalam C™** — {0}, jelas U; adalah
himpunan buka dalam CP™.

Karena U; € CP™, jelas U U; € CP™.  (*).

Ambil sembarang [z] =glz wiiZnyq] € CP™.

Jelas (zy, ..., 2,4,) € C**1 —{0}.

Jelas z; + O untuk setiapi = 1, ...,n + 1.

Jelas ini juga berlaku z; # 0 untuk suatuq =1,...,n+ 1.
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~oEs . 2 L

Karena 7~ 1(U;) = V; adalah himpunan buka dalam C**? — {0}, jelas U; adalah
himpunan buka dalam CP™.

Karena U; € CP", jelas UM U, € CP™.  (¥).

Ambil sembarang [z] = [z;: ...: Z2,44] € CP™.

Jelas (zy, ..., Z,4,) € C**1 — {0}.

Jelas z; + O untuk setiapi = 1,...,n + 1.

Jelas ini juga berlaku z; # 0 untuk suatui = 1, ...,n + 1.
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Jadi z=(z,,...,2,4,) € C"** — {0} yang sifatnya z; # 0 untuk suatu i =
1,...,n+ 1.

Akibatnya [z] € U; untuk suatu =1, ...,n + 1.

Jadi [z] € U U;.

Jadi CP™ C UMLU,. (%)

Dari (*) dan (**), diperoleh CP™ = U U;.
Jadi {U;}*}! adalah selimut buka dari CP™.

Dari (v), jelas bahwa A = {x;: U; — R?"}' membentuk atlas pada CP™.
Jadi ruang proyektif komplek CP™ adalah manifold topologis berdimensi 2».
Diberikan U; = {ﬁl, wirZnsa)lz £ 0} dan U; = {[zl, ...,an]lzf == 0} dan

pandang R?" sebagai C". Anggap i < j dan diperoleh himpunan berikut:

U; ﬂ U; = {[zl, v Zgy s Zj, ...,zn+1]|zi, z; # 0}

dan ini _jelaS bahwa pemetazm X; |UE n Uj-: Ui n UJ — ]Rzn didefinisikan Sebagai berikut:

Zi-1 Ziy1 Zj zn+1)
Xily. N | &gy vnny Efyven g ey ivin o =1, - R = a—
"IULr]U_;([ 1 F e ¥ ] s 1 " ﬂ_-l—]_]) ZI ’ '] ZI » Zl ] rzil ' Zl

serta pemetaan x;-| U;NU; — R?" juga didefinisikan sebagai berikut:

U;NU;
Zy Zi @j—l Zj41 Zn+1
X; Zyyo s Ty a5 5, -, 2. ==, = ,
JIUanJ([ 1 i J "+1]) (Zj z; z; z;

Kemudian bentuk pemetaan transisi yaitu pemetaan xij:xi(UL- n Uj) — X (Ui N Uj)

yang didefinisikan sebagai berikut:

-1
= (al,) = (o) (o)

B (21 Zi—q4 1 z; Zj—1 Zjyy Zn)

T e —

’ (LS

,r=- ’ ’ vy
zZj Zj Zj zj Zj & Zj

Lemma 1.9. Fungsi x;.: C"* — C yang didefinisikan dengan x;, ((21, ey Zhy e zn)) =z}
adalah holomorfik untuk setiap k = 1, ..., n.
Buikti:
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-1
= (leuiﬂUj) ° (xil”iﬂ”f) (@1 020))

B (zl zi1 1 z; Zj1 Zjq Zn)

¥ »omeny

j Zj 4 % Zj % %
Lemma 1.9. Fungsi x;: C" — C yang didefinisikan dengan x; ((21, s Zhey ees zn)) =2z

adalah holomorfik untuk setiap k = 1, ..., n.
Bukti:
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Pemetaan x;:C™ — C yang didefinisikan dengan xk((zl,...,zk, zn)) =7
dapat dinyatakan dalam bentuk@k = ulXy, -, X, ey X)) F Wy o, Vio 2 V) =
X + iy, untuk setiapk = 1, ..., n.

28)
Telasu(xy, ..., Xy, -, Xn) = X dan v(yy, ..., Yies -, ) = V-

Dengan persamaan Cauchy-Riemann diperoleh sebagai berikut:

untuk setiap k = 1, ..., n.
Jadi x,: C* — C yang didefinisikan dengan xk((zl, s Zs ...,zn)) = 7z, adalah

holomorfik untuk setiap k = 1, ..., n.

Sifat 1.10. Untuk i <j, pemetaan transisi x;r;-:xl-(U;- n Uj) — xj(Ui n Uj) adalah
holomorfik.
Buikti:
Pemetaan fransisi xij:xi(Ui n Uj) — xj(Ui n Uj) dapat dinyatakan x;; =
(X34, oo Xitey oy Xim) - dimana xik:xi(Ui n Uj) — R?2=C yang didefinisikan
sebagai berikut:
xik(@la o0 Zpe ----Zn)) =Zy
untuk setiap (2y, ..., Zg, ..., Z,) € xi(UE N UJ,-).
Jelas berdasarkan Lemma 1.9, pemetaan xik:xi(Ui n Uj) — R? = C adalah
holomorfik.

Akibatnya pemetaan transisi x;;: xE(UL- n U;-) — xj(Ui n UJ,-) adalah holomorfik.

Dari Sifat 1.10, jelas atlas A = {x;: U; — R?>"}}" " adalah atlas holomorfik. Kelas
ekuivalensi yang memuat atlas holomorfik A = {x;: U; — R*"}?'!' dinamakan struktur
kompleks pada CP™ dan akibatnya ruang proyektif kompleks €CP™ adalah manifold
kompleks.

4. Kesimpulan
Simpulan dari penelitian ini adalah 1) ruang proyektif kompleks berdimensi-»
yaitu CP™ dikontruksi melalui ruang euclidean kompleks berdimensi-n + 1 yaitu C**+?

terhadap relasi ekuivalensi tertentu, 2) ruang proyektif kompleks berdimensi-» yaitu CP™
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adalah ruang topologi kompak dan terhubung. dan 3) ruang proyektif kompleks
berdimensi-» yaitu CP™ adalah manifold kompleks berdimensi-#.
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